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Пусть 1≤ p ≤∞,α>−12 . Через Lp,α обозначим пространство, состоящее из изме-
римых функций f (x) на [0,∞) для которых конечна норма
∥∥ f ∥∥p,α = (ˆ ∞
0
| f |p x2α+1d x
) 1
p
, 1≤ p <∞.
Обозначим через L∞,α множество всех функций f (x), которые равномерно непре-
рывны и ограничены на [0,∞). Норма в пространстве определяется следующим об-
разом: ∥∥ f ∥∥∞,α = sup
x∈[0,∞)
| f |, p =∞.
Рассмотрим в пространстве Lp,α оператор обобщенного сдвига [1] функции f (x):










Отметим некоторые свойства оператора T h : Lp,α→ Lp,α:




где Jα(u) – функция Бесселя первого рода порядка α,∥∥∥T h( f )∥∥∥
p,α
≤C ∥∥ f ∥∥p,α , 1≤ p ≤∞,
ˆ ∞
0
T h f (x)g (x)x2α+1d x =
ˆ ∞
0
f (x)T h g (x)x2α+1d x.
Для функции f ∈ Lp,α конечные разности ∆kh f (x) порядка k(k = 1,2, ...) с шагом h > 0
определим следующим образом:
∆1h f (x)= f (x)−T h(x),∆kh f (x)=∆1h(∆k−1h f (x)),k > 1.
Величину Ωk ( f ,δ)p,α = sup0<h≤δ
∥∥∥∆kh f ∥∥∥p,α будем называть обобщенным модулем
гладкости k-го порядка функции f ∈ Lp,α.
ОбозначимчерезM(ν, p,α),ν> 0множество всехфункцийQν(t ), t ∈R, удовлетво-
ряющих следующим условиям : 1)Qν(t )– четная целая функция экспоненциального
типа ν, 2) Qν(t ) принадлежит классу Lp,α.
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Наилучшее приближение функции f ∈ Lp,α из класса M(ν, p,α) определим следу-
ющим образом
Eν( f )p,α = inf{
∥∥ f −Qν∥∥p,α : Qν ∈M(ν, p,α)}.


















p− 1q )En2s−1( f )p,α
)q} 1q
.
































































bi b j , r > 1,
то применяя следующее неравенство Гельдера
ˆ ∞
0















с показателем τk = 2r (r−1) , k = 1, · · · ,n = r (r−1)2 , τk > 0,
∑n







s j , имеем I (m)≤
{∑m






















































2 +q−11 = 1 и






2 (ψl j (x))
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p− 1q )∥ψli ∥p,α(n2l j )τ(
1














1≤i< j≤r bli bl j 2








,β= τ q−p(q+p)r (r−1) , в силу неравенства Гельдера
следующего вида для сумм с показателем λk > 0,
∑r
k=1λk = 1 ([4])
∑
k













































































































Поэтому, учитывая предыдущие неравенства и следующие неравенства





















Отметим, что идея доказательства леммы заимствована из работы М.Ф. Тимана
[3, теорема 2].
Теорема 1. Пусть 1< p < q <∞, f ∈ Lp,α,θ = τ( 1p − 1q ),τ= 2(α+1). Тогда справедли-
вы неравенства
∥∥ f ∥∥q,α ≤C
{ ∞∑
k=1





En( f )q,α ≤C
{ ∞∑
k=n




Доказательство. Еслимыпокажем сходимость последовательностиQn2m−Qn в про-
странстве Lq,α, то в силу полноты пространства Lq,α предельные функции f −Qn ∈























p− 1q )En2l−1( f )p,α
)q} 1q
.
Доказательства неравенств (4)и(5) следует из предыдующей оценки и следующего
неравенства Eν( f )q,α ≤ A
∥∥ f −Qν∥∥q,α.




kqθ−1E qk ( f )p,α <∞,
то f ∈ Lq,α и справедливы неравенства
∥∥ f ∥∥q,α ≤C
{ ∞∑
k=1






En( f )q,α ≤C
{ ∞∑
k=n














то f ∈ Lq,α и справедливы неравенства


























Теорема 4. Условия (7) и (9) эквивалентны.
Если 1≤ p < q ≤∞ и λ= {λn}– последовательность чисел с λn ↓ 0, то Ep,α(λ) озна-
чает класс всех функций f ∈ Lp,α, для которых En( f )p,α =O(λn).
Теорема 5. Пусть 1< p < q <∞, f ∈ Lp,α и λn– последовательность положитель-
ных чисел с λn ↓ 0. Тогда для того чтобы имело место вложение Ep,α(λ) ,→ Lq,α, необ-




Доказательства теоремы 5 проводим по схеме В. И. Коляды [5].
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